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18. SIMETRIA,
CONGRUENCIA
Y SEMEJANZA

Este cuaderno es uno de los diez nuevos
titulos que ha elaborade el National
Council of Teachers of Mathematics,
los que se suman a la serie de ocho ya
aparecidos y reimpresos varias veces en
la versién castellana.

Como cada uno de los ocho cuadernos
mencionados, el presente, el numero
dieciocho en la coleccidn, ha sido escrito
para maestros de ensefianza elemental
vy media, y alumnos de este ultimo ciclo.
Comprende la exposicion del tema,
Simetria, congruencia y semejanza,
bésico en matematicas. Este tems, como
los.que trata la serie, ahora de dieciocho,
se halla entre los que el maestro necesita
dominar para tener una comprensién
més cabal de la matemética que usual-
mente se ensefia en esos grados. Cada
cuaderno es la introduccién a un tema,
no un tratado exhaustivo.

Los temas escogidos son especialmente
importantes para agquellos maestros que
consideran que las experiencias de
aprendizaje, transmitidas a los nifios
del ciclo elemental, deberian empezar
por el desarrollo de algunos conceptos
unificadores bésicos en mateméticas,
y para los alumnos de nivel medio y
superior gque deseen comprender més
a fondo los conceptos béasicos de la
mateméatica, tratados en cada unc de
estos cuadernos,

Es el deseo de los autores y del NCTM
(National Council of Teachers of
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Prologo

Este cuaderno es una de las diez nuevas unidades de una serie intro-
ducida en 1964 por ef Consejo Nacional de Profesores de Matematicas
{Natienal Council of Teachers of Mathematics: NGTM). Como los ocho
primercs cuadernes recibieron tan buena acogida {ya s¢ han reimpreso varias
veces), se pensd que una extensién de los temas tratados seria conveniente.

Como los primeros cuadernos (nims. 1 al 8), las nuevas unidades se
han escrito pensando més bien en los profesores de escuelas primarias que
en sus alumnes. Cada cuaderno presenta la exposicién de un tema bidsico
de las matematicas, Los temas escogidos estdn entre aquellos con los que
dehen famiharizarse los profesores de primaria para podeér tratar con ver-
dadera comprensién las matemiticas que por lo comin se ensefian en la
escuela primaria. Los cuadernos presentan una intreduccién al tema que
cnfocan, no un tratamiento exhaustive de él; el lector interesado puede
estadiar estos temas con mayor profundidad en otras pubiicaciones.

Los temas se han escogido especialmente con ¢l propésito de propot-
clonar material basico a los profesores que creen que las experiencias de
aprendizaje que se proporcionan a los nifios en sus primeros afios escolares
deben incluir una introduccién sencila a algunos de los conceptos unifica-
dores centrales de la matemdtica. Muchos profesores se han encontrado
con que su educacién profesional no les prepard para la ensefianza de fa
aritmética de un modo acorde con este punto de vista. Las autores tienen
la esperanza, al igual que el NCTM, que esta seric de cuadernos pueda
ayudar a los profesores, y también a otres, y ciertamente a tedas las personas
interesadas en mejorar la ensefianza de las matemaéticas.

Los primeros titulos son los siguientes:

Cuaderno t: Conjuntos

Cuaderno 2: Ndmeros enteros

Cuaderno 3. Sistemas de numeracién para los nimeros enteros
Cuaderno 4: Algoritmos para las operaciones con ntimeros enteros
Cuaderno §5: Numeros y sus factores

Cuaderno 6: Niumeros racionales
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Cuaderno 7: Sistemas de numeracién para los niimeros racionales
Cuaderno 8: Proposiciones numéricas

Los nuevos titulos son los siguientes:

Cuaderno 9: El sistema de los enteros

Cuaderno 10: Ei sistema de los nidmeros racionales

Cuaderno 11: El sistema de los nimeros reales

Cuaderno 12: Légica

Cuaderno 13: Grdficas, relaciones y funciones

Cuaderno 14: Geometria informal

Cuaderno 15: Medida

Cuaderno 16: Recopilacion, organizacién e interpretacion de datos
Cuaderno 17: Sugerencias para resolver problemas

Cuaderno 18: Simetria, congruencia y semejanza

Se sugiere que, de ordinario, los cuadernos se lean en el orden de los
nlimeros que se les asignd, pues, hasta cierto punto, se ha seguide un
proceso en espiral para tratar los distintos temas.

Los nuevos cuadernos comenzaron a prepararlos en 1966 los miembros
de un grupo de verano de escritores. Los autores expresan aqui su més sincero
agradecimiento a las siguientes personas por haber leido parte de los ma-
nuscritos y por sus cambios de impresiones con los autores durante la pre-
paracién de Jos cuadernos: a Joseph M. Trotter, principal de la Escuela
de San Luis Rey, y 2 Bonita Trotter, profesora de la Laurel School, ambos
del Distrito Ocednico de la Union School; a John M. Hoffman, Director de
la Seccién de Recursos Educatives de la Comunidad del Departamento
de Educacion del condado de San Diego; y a James E. Inskeep, Jr., profe-
sor de Educacién en el San Diego State College. Los autores se sienten en
deuda especialmente para con Alice C. Beckenbach por su amplia ayuda en la
organizacién y edicién del material para varios de los cuadernos. Expresan
también su mis profundo agradecimiento a Elaine Barth y a su espléndide
grupo de mecandgrafos por su excelente trabajo en la preparacién del
manuscrito,

El nuevo proyecto, emprendido para proseguir el trabajo del anterior, lo
inicié y apadriné el Comité de Publicaciones Suplementarias de la NCTM
bajo la presidencia de William Wooton. La NCTM, que proporcioné apoyo
financiero, hace ahora pablico su agradecimiento al grupo de autores de la
presente extensién de la serie “Tdpicos”. A continuacién damos sus nombres.
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Simetria, congruencia
y semejanza

CUADERNO ]8

INTRODUCCION

En el cuaderno 14; Geometria informal, presentamos una introduccién
elemental a algunas de las ideas basicas de la geometria. Comenzando con
una discusién de los conceptos fundamentales acerca de las rectas, semirrec-
tas, rayos, segmentos, planos y angulos geométricos, seguimos hasta investigar
algunas de las propicdades fundamentales de varias figuras planas y tridi-
mensionales familiares, figuras con las que aun nifios de muy corta edad
tienen un contacto cotidiano.

El presente cuaderno tiene como [inalidad reafirmar y extender estas
nociones mediante una descripcién intuitiva de Jas relaciones geométricas
de simetria, congruencia y secmejanza, Tanto el texto como los grupos de
ejercicios incluyen numerosos ejemplos de dobleces de papel y otras acti-
vidades que el lector mismo ha de efectuar y que lo ayudardn a visualizar
estas relaciones claramente, Como vamos a pedir al lector que participe
en una gran cantidad de tareas de dibujo y “doblaje”, serd necesario que
tenga a mano varias hojas de papel delgado, lapiz y tijeras.

SIMETRIA

Ejes de simetria

En csta seccién vamos a cxplorar un concepto geométrico conocido
como simegria. Dibujemos la regién cerrada que aparece en la figura 1, cor-
temos por el trazo y doblémosla luego por la recta interrumpida de manera
que el segmento inferior se doble sobre st mismo. El lector encontrard que
las dos regiones poligonales de cada.lado de Ja recta coinciden exactamente.
La recta interrumpida se lama eje de simetria.

Sigase el mismo procedimiento para cada una de las regiones cerradas
dibujadas en la figura 2. ;En cuél o cudles de los diagramas indican las
rectas de trazo interrumpido ejes de simetria? El lectdbr debe haber descu-

1"
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FIGURA 1
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FIGURA 2



EJES DE SIMETRIA 13

bicrto que las rectas de trazo interrumpido en (b) y (d) no son ejes de
simetria. puesto que en ambos casos las dos regiones a cada lado no coinci-
den exactamente cuando se doblan hasta juntarse a lo largo de csas rectas.

Antes que pidames al lector que halle ejes de simetria para unas cuan-
tas fizuras, vamos a darle un poco més de practica en el reconocimiento
de estos ejes. En la figura 3, :zcudles de las rectas de trazo interrumpido

FIGURA 3
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son ejes de simetria? Las rectas han sido numeradas, ya que en algunas de
las regiones cerradas pedimos al lector que pruebe con més de una recta.
El lector debe ser capaz de visualizar la respuesta en la mayoria de los casos
sin tener que trazar realmente la regién cerrada correspondiente v doblarla
por la recta dada para ver como ajustan los dos lados.

Las rectas con los siguientes nlmeros representan ejes de simetria: 1, 2,
3, 5,7, 10, 11, 12, 13, 14, 15. Las restantes rectas no son ejes de simetria.

Si el lector mira a su alrededor, probablemente verd muchos cjes de
simetria, quizi en el dibujo del papel tapiz, quizd en la posicién de las
puertas y ventanas sobre la pared de Ja habitacién, quiza sobre un dibujo
de un rostro humano de facciones muy regulares. (Véase la figura 4.)

7

r_
.<
>
4/
>.

B > K
Ak
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O
<+/ . 2

FIGURA 4

La nocién de un eje de simetria sugiere un método abreviado para hacer
recortes de figuras simétricas. Por ejemplo, para recortar una figura en
forma de corazén, podemos doblar una hoja de papel, como se indica en la
figura 5, y dibujar la mitad de un corazén de modo que el eje de simetria
de tal figura coincida con la recta por la que hemos doblado el papel.

S ._._‘r‘
AP ‘ /
» ' /
- ’
B P A

Recla para el doblez

FIGURA 5
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Entonces, cuando cortanios la hoja doblada de papel por la linea de trazo
interrunmipide y luego la desdoblamos, el resultado serd un éxito completo.

iCudles de los objetos dibujados en Ja figura 6 puede hacer el lector
emplcando un método simitar? Sobre una copia de cada uno de los objetos,
tricense suficientes lineas para indicar la parte que realmente tenemos que
dibujar. Dibljese con trazo interrumpido, ademis, ¢l eje de simetria que el
lector emplearia como doblez para ¢l papel Si el lector no puede encontrar
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FIGURA 7. (continta en la pdgina siguiente)
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18 SIMETRIA

tal eje de simetria, ponga una cruz, X, al lado del dibujo. En las dos
primeras figuras (a) y (b), hicimos los trazos que deberia hacer el lector.
Colbquese ahora el “eje de simetria” contra la recta por la que se ha do-
blado otra hoja de papel y, usando la parte sombreada como patrén, cortese
la hoja doblada, ¢No recibe el lector algunas sorpresas? Coldquese €l resul-
tado final encima del dibujo correspondiente en la figura 6. Deben coin-
cidir. En la figura 7 se da una posible solucion.

Se puede usar la simetria para encontrar el punto medio de un segmento
dado y la bisectriz de un 4ngulo dado. Discutamos primero el caso del seg-
mento. Tracemos el segmento AB que aparece en la figura 8. Doblemos el
papel de manera que los puntos 4 y B coincidan. En la figura 9, el punto

< Ji
C, donde 1a recta del doblez DE interseca al segmento AB, es el punto

medio de AB. Es decir, C separa a AB en dos segmentos, AC y GB, que
son réplicas exactas uno del otro (figura 10).

4 B I
FIGURA 8 FIGURA @ FIGURA 10

De manera anéloga, podemos trazar el dngulo ZCAB de la figura 11 y
- =
doblar el papel de modo que AC y AB coincidan, Entonces, la recta de plie-

>
gue, llamémosla 4D, es, ciertamente, un eje de simetria de ZCAB, a la que
llamamos bisectriz de ZCAB. Los dos Angulos, ZCAD y /DA4B, de la figu-
ra 11 son réplicas exactas uno del otro.

(74
.-‘/ 2 el
'/b o 7)
"/' - -
,/ " &
"'VI -7 4
#Z -
LA B

FIGURA 11



CENTRO DE SIMETRIA 19

Después de un parrafo mas sobre simetria, introduciremos la palabra
que se usa en geometria para describir figuras que son réplicas exactas una
de la otra y luego extenderemos la nocién general de este importante con-
cepto geométrico.

Centro de simetria

Veamos de nuevo el segmento 4B y su punto medio C, que aparecen
en la figura 10. El lector puede ver intuitivamente que para cada punto

sobre AB hay otro punto sobre AB tal que C biseca el segmento que une
los dos puntos. La figura 12 muestra un par de tales puntos, D y E. El punto

i =5

FIGURA 12

medio C se llama, por tanto, centro de simetria para AB, porque AB es
simétrico con respecto a C. Una figura geométrica es simétrica con respecto
a un punto O si y sdlo si para cada punto A4 sobre la figura hay algin

4 —— A —
f/ E %
d )
S WIEN
~—"B 17
FIGURA 13

punto B sobre la figura, tal que O biseca a AB (es decir, es el punto medio

de 4B). El punto O es un centro de simetria para cada uno de los dibu-
jos de la figura 13.

GRUPO DE EJERCICIOS 1

1. Tracense rectas de trazo interrumpido para mostrar todos los ejes de
simetria para trazados de cada una de las regiones cerradas que abajo
aparecen, Si una regién cerrada no tiene ningtn eje de simetria, mar-
quese un signo X cerca de ella.
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2. Hasta el momento, hemos considerado los ejes de simetria posibles sola-
mente para varias regiones. Generalicese nuestro trabajo sobre ejes de
simetria trazando todos los ejes de simetria sobre copias de las siguientes

configuraciones.
e r]
/ \‘. 1_' l.- L - A 2 i »
:.. ‘.l /\\_;-“\l&_ 7 A o &
< f>" AR \:"Qj'/ ,h'ﬂ'\ P . e @ =l
4 P NN\ i .
o \L_.\: y __\I(-J . /
AN

3. Complétese el trazado de cada una de las figuras que aparecen abajo de

modo que sean simétricas respecto a las dos rectas de trazo interrumpido
dadas.
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22 CONGRUENCIA

4. Cada uno de los siguientes objetos podria cortarse de una hoja de papel
que ha sido doblada dos veces, Sobre una copia del borde dibtjense dos
rectas de trazo interrumpido para indicar las dos rectas de pliegue que
podemos usar; suponiendo que el papel ha sido doblado, sombréese la
parte del dibujo que se deberia trazar en el papel para recortarla.

)

1)
i
/,/'
4
R

5. En cada uno de los cuadriléteros que aparecen abajo, ses ¢l O un pun-
to de simetria central?

[ o |
A

a)
Y\ -0\.\_‘.‘1. //
o s/
f)

6. Tracese una figura que tenga infinitos ejes de simetria.

CONGRUENCIA

La nocidén de congruencia

Dos objetos cualesquiera que son réplica exacta uno del otro, se dice
que son congruentes. Fisicamente, dos figuras geométricas planas pueden
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[=ly

&/%WM

(k)

OO || v

(6} (k)

0))
Q
(o) (m

FIGURA 14

(m) (n)

someterse a prueba en cuanto a congruencia se refiere, observando si pue-
den ponerse juntas de manera que coincidan exactamente. Podemos describir
esta situacién intuitivamente diciendo que las figuras congruentes tienen el
mismo tamafio y la misma forma. Vea el lector si puede encontrar pares
de figuras congruentes en la figura 14.

Las parejas de figuras congruentes son: {a) y (g), {b) y (j), {c} e (i},
(d) y k), (e) ¥ (@), (£) y (o), () y (1), (m) y (p)-

Todos estamos familiarizados con el concepto de congruencia. Las pé-
ginas de este cuaderno son congruentes una a otra; también todas las ¢ mi-
ntsculas lo son. Las bandas de ensamble en una fibrica constantemente pro-
ducen objetos “congruentes” que deben satisfacer ciertas condiciones en
cuanto a forma y tamafio. Posiblemente el lector podria proporcionar otros
ejemplos.
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Segmentos congruentes

La figura geométrica mas simple con la que podemos ilustrar la nocién
de congruencia es el segmento rectilineo. Nos anticipamos un poco a esta
discusién al final de la seccién anterior, en donde definimos el punto medio
C de AB como el punto que separa al segmento en dos segmentos, AC
y CB, que son réplica exacta uno del otro. Esta definicién, un poco com-
plicada, de punte medio, puede formularse de un modo mucho més conciso
en términos de congruencia:

E!l punto medio de un segmento es el punto que separa al
segrhento en dos segmentos congruentes,

Si C es el punto medio de AB, entonces AC es congruente con CB.

Podemos usar el simbolo = y expresar esta relacion como AC = CB (lo
que debe leerse: “el segmento AC es congruente con el segmento CB”).
Desde luego, dos segmentos rectilineos no necesitan ser parte de la misma
recta para ser congruentes.

Una forma til de determinar si dos segmentos son congruentes o no,
es la de usar un compés, Si las puntas del compas se colocan en los extre-
mos del primer segmento y si al ser llevadas al segundo segmento también
caen exactamente en los extremos del segundo segmento, entonces los dos
segmentos son congruentes, El compdés se usa también de manera aniloga
para construir un segmento congruente a un segmento dado.

¢Cudles de los cinco segmentos de la figura 15 son congruentes? Bien

¥ S
X— ——¥ \
B \
3 $ . O !
o
i ;
A “ . 11.
N ¥
‘ \
P D
FIGURA 15

sea que usemos papel para-calcar o compas, €l lector encontrard que solo
hay un par de segmentos congruentes: MN = PQ.
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Antes de proceder con lo que sigue, distinguiremos entre el uso del
simbolo = y el simbolo =2 en geometria. En la figura 16 vemos que 4B y

BA son, obviamente, iguales porque denominan al mismo segmento. Expre-

4 B

——

E F

v '

FIGURA 16

samos ¢sto como AB = BA. No es correcto, sin embargo, decir que Y4B =
EF*, porque AB y EF denominan a dos segmentos diferentes. La manera
de expresar que AB y EF son réplicas exactas uno del otro, consiste en decir
que 4B == EF; es decir, que el segmento AB es congruente con el segmento

EF. Desde luego, cualquier scgmento es una réplica exacta de é1 mismo v,
por tanto, es congruente consigo mismo como también es igual a si mismo.
de dondc, en la figura 16, cada una de las siguientes afirmaciones es cierta:

AB = BA vy AB = BA.

Angulos congruentes

>
En la figura 17, si AD biseca a ZCAB, podemos enunciar simplemente
que LCAD = /DAB. La bisectriz de un dngulo y los dos lados del mismo

A
4

o

7
g

)

;

2
-A

FIGURA 17

forman dos nuevos angulos congruentes. Podemos considerar a ia recta

«> —> = 5 —_
AD o el rayo AD como la bisectriz de ZCAB, aunque solamente el rayo 4D
es realmente un lado de ZCAD y de /DAB.
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Discutamos en seguida Ia relacién de congruencia para dos angulos cua-
lesquiera. Supongamos que existen dos dngulos, digamos ZPQR y /XYZ
como se ve en la figura 18. Para ver si ZPQR es congruente con {XYZ,
calquemos ZPQR y coloquemos el calco, ZP’'Q'R’, sobre /XYZ de manera

. % . - é
que el vértice @’ coincida con cl vértice ¥ y Q'R’ coincida con YZ.

FIGURA 18

— -
Si, entonces, Q'P” coincide con YX, como aparece indicado en la fi-

gura 19, los dos 4ngulos son réplica exacta uno del otro, y escribimos
“/PQR o [XYZ”,

FIGURA 19

En un tratamiento mas formal de la geometria, la congruencia de dos
angulos se define usualmente en términos de su medida.* Es decir, dos 4n-
gulos son congruentes si y sélo si tienen la misma medida.

Exactamente lo mismo que toda recta es una réplica exacta de toda
otra recta, también se tiene que todo rayo es congruente con cualquier otro

rayo. En la figura 20(a), sin embargo, los dos rayos A_é y C,Tb quizd parezca
que no son congruentes por la forma en que se han dibujado. Andloga-
mente, en ia figura 20(b) los dos 4ngulos congruentes, ZABC y /DEF, tal
vez parezca que no son réplicas exactas. En general, es Gtil dibujar figuras
congruentes de tal modo que parezcan como verdaderas réplicas.

* Esta afirmacién parece realmente muy discutible, {N. del 7.]
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/b /4 o/

- "/ f :

e / ] 7

A B s s //
B C g

- é_ P }:__.,
(a) (b)
FIGURA 20

Una clase importante de &ngulo frecuentemente mencionado en el estu-
dio de la geometria es el angulo recto. Un modo sencillo de construir un

«
angulo recto consiste en dibujar la recta AB sobre una hoja de papel trans-

<>
parente y luego doblar la hoja de manera que AB se doble sobre si misma.
Una vez hecho esto desdoblamos el papel y dibujamos una recta de

<> ; p

trazos, CD, sobre la recta de pliegue. Tendremos entonces cuatro 4ngulos
3 7 3 » @

congruentes con un vértice comin en E, el punto de interseccién de AB y

é_l)) (figura 21). Para expresar este hecho escribimos LAEC e LCEB =¢
/BED == [DEA. Cada uno de estos 4ngulos es un 4ngulo recto. Ei simbolo
T en el vértice de uno de ellos es de uso frecuente en un dibujo para sefialar
un 4ngulo recto.

=
Y THWITTET
oy

FIGURA 21

<« >
En la figura 21 se dice que la recta CD es perpendicular a la AB. El
simbolo L denota la nocién de perpendicularidad, de modo que escribimos

CD L AB, En general, dos rectas que se intersecan son perpendiculares si
y sélo si los cuatro dngulos formados en su punto de interseccién son 4n-
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gulos rectos. Dos rayos, dos segmentos 0 un segmento y un rayo son perpen-
diculares uno a otro si las dos rectas de las que son parte son perpendiculares
una a otra.

Para obtener una recta que e¢s perpendicular a una recta dada y que
pasa por un punto no dado sobre la recta dada, el lector puede proceder

< >
como sigue: dibijese una recta 4B y un punto C no sobre 4B, como en la
figura 22(a). Déblese ahora el papel de forma que C se encuentre sobre

<
la linea de pliegue y AB se doble sobre si misma, como puede verse en la

gp———
- C
B
(-1;- = —«-——T 4_]_____:-—
¥
(ni (b}
FIGURA 22

figura 22(b). Cuando se desdobia el papel, la recta del pliegue que pasa

“~
por ' seri perpendicular a 4B,

Congruencia y simetria

El concepto de simetria esta estrechamente relacionado con el de con-
gruencia, pero la congruencia no depende en absoluto de la simetria. Es
decir, dos figuras que tienen el mismo tamafio y forma son congruentes

FIGURA 23
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independientemente de que estén colocadas o no, de manera que sean simé-
tricas respecto a alguna recta o punto. Por ejemplo, los tridngulos de la
figura 23 son congruentes simplemente porque son réplica exacta uno del
otro.

El siguiente ejemplo ilustra una vez més cémo es que la congruencia
no depende de la simetria. Si calcamos el rectingule dibujade en la figu-

<>
ra 24 y lo doblamos por la recta diagonal de trazo interrumpido, AC, en-

FIGURA 24

contraremos que las dos regiones triangulares no encajan exactamente una
sobre la otra. En realidad el resultado seria como el que aparece en el

diagrama de la figura 25, que muestra claramente que A% no es un eje de
simetria. Sin embargo, las dos regiones triangulares limitadas por los tridn-
gulos AABC y ACDA, respectivamente, son congruentes. Podemos colocar
NACDA sobre ANABC de manera que coincidan exactamente; solamente

FIGURA 25

necesitamos hacer girar ACDA en la misma direccién que la de las mane-
cillas del reloj hasta que el vértice . coincida con el vértice B y el vértice
G de ACDA coincida con el vértice 4 de AABC, como se indica en la
figura 26. Este emparejamiento de vértices de AABC y ACDA establece
una correspondencia biyectiva enire pares de angulos congruentes y de
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FIGURA 26

lados congruentes. Asi, en la figura 26 ZABC = LCDA, / BCA = /DACy
LCAB =2 LACD. Anélogamente, los lados correspondientes son congruentes,
como sigue: AB =< CD, BC= DA, y CA = AC. En general, dos tridngu-
los son congruentes si, para algin emparejamiento de sus vértices, las partes
correspondientes (4ngulos y lados) son congruentes.

La regién original puede considerarse como la unién de dos regiones
triangulares congruentes (figura 27).

FIGURA 27

GRUPO DE EJERCICIOS 2

1. Citense ejemplos de objetos congruentes de entre los que el lector puede
encontrar en un supermercado, en una fibrica de automdviles, en una
granja o en una cocina.

2. Dibiijese una recta horizontal ! y un punto 4 no sobre l. Encuéntrese
primero la recta que contiene a 4 y es paralela a la recta ! haciendo un
doblez vertical en el papel tal que la recta I se dobla sobre si misma y 4
se encuentre sobre ese doblez; a continuacién se hace un doblez hori-
zontal de modo que la primera recta de pliegue se doble sobre si misma
y 4 se encuentre también sobre este segundo pliegue. Esta segunda recta
de pliegue debe, entonces, ser paralela a la recta . Nétese que la rec-
ta del primer doblez, ilamémosla m, es perpendicular a la recta dada
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1, y que la segunda recta de pliegue, lamémosla n, es perpendicular a la
primera recta de pliegue, m, como abajo puede verse dibujado. Obsér-
vese, ademés, que las rectas paralelas a n y ! son, ambas, perpendiculares

A
|
'In n
E e bbb et
1A
|
4 ! J >
|
|
Y

a la recta m. ¢No parece cierto que si dos rectas de un plano son per-
pendiculares a una misma recta, entonces son paralelas una a otra?

. Cé4lquese la figura quc sigue:

Encuéntrese el punto medio del segmento AB doblando ¢! papel adecua-
damente.

a) Si el punto medio es C y si D es otro punto cualquiera sobre la recta

<
de pliegue, ¢cudl es la relacién entre las dos rectas AB y CD?
b) ¢Qué clase de 4ngulo es LACD?

>
¢) Némbrese otro dngulo recto formado por estas rectas. (La recta CD
se llama mediatriz del segmento AB.)

. Dado un tridngulo cualquiera, por ejemplo, A

el que aparece a la derecha, AABC, /"
podemos construir un tridngulo congruente
con ¢l, del siguiente modo: B C

i) Dibujemos una recta en nuestro papel. Marquemos un punto cual-
quiera B’ sobre la recta.

<
«~

¥

B'
i1} Coloquemos las dos puntas de un compis de manera que coincidan

sobre B y € y marquemos un segmento B’C’ sobre nuestra recta
de modo que B'C’ = BC:
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#ii) Volvamos a colocar las dos puntas del compis de modo que coin-
cidan sobre 4 y B. Con B’ como centro, dibujemos un circulo:

iv) Coloquemos una vez més las puntas de nuestro compés ahora de
modo que coiucidan sobre 4 y €. Con €’ como centro, dibujemos
un circulo. Estos dos circulos se intersecardn en dos puntos. Roté-
lese cualquiera de estos puntos como A’. Dibljense los segmentos

A'B y A’C’. Entonces NA'B'C’ == NABC.

a) Némbrense los tres pares de lados que son congruentes.
b) Némbrense los tres pares de 4ngulos que son congruentes.

5. Constriyase un tridngulo congruente con el ADEF,

D“.';m_
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CLASIFICACION DE FIGURAS PLANAS

Clasificacién de los tridngulos

Una vez que hemos definido la congruencia para los segmentos y para
los 4ngulos, podemos usar esta nocién en la clasificacién de los tridngulos,
como sigue:

a) Si los tres lados de un tridngulo son congruentes, el triingulo se
llama equildtero (de la palabra latina que significa “lados iguales™).

b) Si dos lados de un tridngulo son congruentes, el tridngulo se llama
isosceles (de la palabra griega que significa “piernas iguales”).

¢) 8i ningtn lado de un tridngulo es congruente con ningin otro lado,
el tridngulo sc llama escaleno (de la palabra griega para designar
“desigual” o “disparejo”).

d) Si tres angulos de un tridngulo son congruentes, el tridngulo es un
tridngulo equidngulo.

¢) Si un tridngulo tiene dos lados congruentes y un angulo recto en él,
el tridngulo se llama tridngulo rectingulo isésceles.

Pucde mostrarse que si un tridngulo es isGsceles, entonces los dos angulos
opuestos a los lados congruentes son congruentes, Reciprocamente, si un
tridngulo tiene dos &ngulos congruentes, entonces los dos lados opuestos a
esos angulos son congruentes, y el tridngulo es isdsceles. De esto se deduce
facilmente que si un triangulo cs equilatero, debe ser equiangulo, y reci-
procamente. Puede también mostrarse que si un tridngulo es escaleno,
entonces no tiene angulos congruentes, y reciprocamente,

4

X
X

fal {b).

FIGURA 28

Al dibujar una figura geométrica, es habitual indicar las partes con-
gruentes con signos analogos. Esto también constituye un procedimiento til
cuando se comparan las partes correspondientes de dos figuras congruentes.
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Por ejemplo, en la figura 28(a), los lados congruentes del tridngulo isds-
celes ABC estan indicados por una sola rayita cn cada uno de ellos. Anilo-
gamente, los 4dngulos congruentes que se oponen a estos lados también

tiencn una rayita sobre cada simbolo de arco. En la figura 28(b), DE y

GH tienen marcas anélogas, una sola rayita, para indicar que estos son lados
congruentes correspondientes en log dos triangulos congruentes DEF y GHI.

Las marcas dobles sobre EF y HI indican que £F =2 HI. Las marcas triples
sobre los arces indican que ZDEF =~ /GHI.

El concepto de eje de simetria proporciona un método interesante para
la clasificacién de fronteras triangulares de regiones cerradas, Por ejemplo,
sl una regién triangular tiene tres ejes de simetria, su frontera es un trian-
gulo equilatero. En realidad, establecer la existencia de dos ejes de simetria
es suficiente para asegurar que, en realidad, hay tres. En la figura 29(a),

A
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(a) (b} el
FIGURA 29

cuando AABC se dobla por la linea interrumpida vertical (que es un eje

de simetria), 4B coincide exactamente con BC; cuando AABC se dobla
sobre el otro eje de simetria, también sefialade por una recta de trazo inte-
rrumpido, AB coincide con AC. Es, por tanto, evidentemente intuitivo que
AC y BC pueden hacerse coincidir, puesto que 4B puede hacerse coincidir
exactamente con cada uno de ellos. En la figura 29(b) hay solamente un
eje de simetria, lo que nos dice que solamente DE = EF-y ADEF cs isbs-
celes. En la figura 29(c) no hay ningln eje de simetria, de donde APQR
es escaleno,

GRUPO DE EJERCICIOS 3

1. Constriiyase, usando el compés, un tridngulo equilidtero XYZ de manera
que cada uno de sus lados sea congruente con 4B.

A B
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. a) ¢Puede tener un tridngulo cquildtero un angulo recto?
b) ¢Puede tener un tridngulo isésceles un angulo recto?
¢) ¢Puede tener un tridngule més de un 4ngulo recto?

Los tres ejes de simetria de la regién cerrada acotada por el tridngulo
equilatero XY 7 se encuentran en un punto. Recértese un calco de esta

X
,
e
|
|

e >
regién triangular hecho sobre una hoja de cartén dure y proctrese ba-
lancearlo en ese sitio sobre la punta de uno de los brazos de un compés.

Inténtese halancearlo sobre cualquier otro punto de la regién cerrada.
¢Qué es lo que se observa?

. Calquese el tridngulo equilétero XYZ del ejercicio 3. Héllese, doblando
adecuadamente, el punto medio W de YZ.

a) ¢Pasa la linea de pliegue por el punto X?
b) ¢Es Xél?V igual recta quc la de pliegue?

¢} ¢Es X?V la mediatriz de YZ?

d) ;Biscca XW a LXYZ?

. Por medio de dobleces adccuados, encuéntrese el punto medio W de

YZ en el tridngulo escaleno AXYZ que a continuacién mostramos, y
contéstense para este tridngulo las preguntas del ejercicio 4, de la (a)
ala (d).

""""""

. a) Hagase un dibujo de una regién cerrada que tenga dos ejes de si-
metria.

b) Héagase un dibujo de una regién cerrada que tenga cuatro ejes de
simetria.
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Clasificacién de poligonos

No son solamente los tridngulos, sino que también muchos otros poli-
gonos los que pueden clasificarse de acuerdo a ciertas propiedades de sus
lados y de sus Angulos. En el cuaderno 14: Geometria informal, denomina-
mos a los poligonos de acuerdo al niimero de sus lados: tridngulos, de tres;
cuadniliteros, de cuatro; pentdgonos, de cinco; hexdgonos, de seis; heptigo-
nos, de siete, y octdgonos, de ocho. Los clasificamos también en convexos
y cbncavos.

Otra propiedad muy a menudo considerada cn la descripeién de un
poligono es la de regularidad.

Un poligono es regular si y sélo st todos sus lados son con-
gruentes y todos sus dngulos son congruentes.

Un tridngulo equilatero es un ejemplo de poligono regular, ya que
tiene tres lados congruentes y tres dngulos congruentes.

En la seccién precedente dijimos que si un tridngulo tiene todos sus
lados congruentes, entonces de ello se sigue que todos sus 4ngulos son,
también, congruentes. Este no es el caso para los poligonos en general. Por

FIGURA 30

ejemplo, la figura 30 muestra un poligono convexo llamado rombo, en el
que los cuatro lados son congruentes, pero los cuatro 4ngulos no necesitan
serlo. Reciprocamente, tenemos el familiar poligono conocido con el nom-
bre de rectdngulo (figura 31}, en el que los cuatro 4ngulos son congruentes,

FIGURA 31

pero los cuatro lados no necesitan serlo. De aqui que ninguno de estos
poligonos ha de ser necesariamente regular.
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En la figura 32 se han dibujado algunos ejemplos de poligonos regulares,
con su nombre comin debajo de cada uno. Como lo indica la figura 32,
¢l nombre comtn del cuadrilatero regular es el de cuadrado.

£ ] P
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Cuadrado Pentadgono regular Hexagono regular
(.,‘ ;‘j (
i |
4 |
/ K
et
Heptagono regular Qctagono regular
FIGURA 32

En la seccién siguiente clasificaremos los cuadrilateros, en general, de
acuerdo a ciertas propicdades de sus lados y de sus 4dngulos, exactamente
como hicimos para los tridngulos en la seccién precedente.

GRUPO DE EJERCICIOS 4

1. Dibtjense todos los ejes de simetria para cada una de las regiones ce-
rradas limitadas por los poligonos regulares dibujados en la figura 32,
¢Pucde el lector sugerir alguna regla que relacione ¢l nimero de ejes
dc simetria con el nlumero de lados de un poligono regular?

2 ¢Es posible para un poligono tener un nimero de ejes de simetria supe-
rior a su nimero de lados?

3. Es cierto que todos los poligonos reguiares son convexos. Muéstrese que
la afirmacién reciproca, “todos los poligonos convexos son regulares”,
es falsa, mediante el dibujo de un poligono convexo cuyos Jados (o an-
gulos) no sean, todos, congruentes.
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4. $Es posible que un hexidgono tenga

e} exactamente dos ejes de simetria?
b) exactamente cuatro ejes de simetria?
¢} exactamente seis ejes de simetria?

Clasificacién de los cuadrilateros

Como anteriormente mencionamos, un cuadrilitero es un poligono que
es la unién de cuatro segmentos. Estos cuatro segmentos determinan cuatro
angulos. Por ejemplo, en la figura 33, el cuadrilitero ABCD (algunas veces
denotado por el simbolo {(JABCD)! determina cuatro angulos: ZA4BC,
LBCD, LCDA y LDAB. Los puntos A, B, C y D se llaman vértices del

FIGURA 33

cuadrilitero; son también los vértices de los cuatro dngulos. Los segmentos

AB, BC, CD y DA se llaman lados del cuadrilatero. Dos lados (segmentos)
cualesquiera que no tienen un punto comun (vértice) se dice que son
opuestos; dos lados cualesquiera que se intersecan cn un vértice s¢ llaman
lados adyacentes. Andlogamente, cualesquiera dos angulos que no tienen
un lado en comin se dice que son Angulos opuestos, por cjemplo LDAB y
{BCD, LABC y L/CDA, Cualesquiera dos dngulos que tienen un lado en
coman, se llaman 4ngulos adyacentes, como ZDAB y LABC, /ABC y (BCD.
Los segmentos de trazos interrumpidos AC y BD se llaman diagonales del
cuadrilatero. Una diagonal de un poligono es un segmento que une los vérti-
ces de dos dngulos no adyacentes,

1 Debe observarse que el simbolo “[]” en la notacién [J4BCD no significa
que el cuadrilitero sca un cuadrado, al igual que el “/\” en la notacién AXYZ
tampoco significa que el tridngulo es equilitero: []ABCD y AXYZ representan
cualquier cuadrilitero y cualquier triAngulo, respectivamente, mientras no les asig-
nemos otras prapiedades.
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Los cuadrilateros pueden clasificarse segin el paralelismo y congruencia
de sus lados y angulos opuestos:
a) Cuadrildtero escaleno: un cuadrildtero en que no hay dos lados que

sean congruentes o paralelos.

b) Cometa: un cuadrilatero en que son congruentes dos pares de lados
adyacentes,

¢) Trapezoide: un cuadrilitero en el que son paralelos exactamente?
un par de lados opuestos.

d) Trapezoide isésceles o trapecio: un trapezoide cuyos lados no para-

Iclos son congruentes.
¢) Paralelogramo: un cuadrilitero en el que ambos pares de lados opues-

tos son paralelos.
f) Rombo: un paralelogramo con cuatro lados congruentes.
g) Rectangulo: un paralelogramo con cuatro angulos congruentes.
h) Cuadrado: un rectingulo con cuatro lades congruentes.

En la figura 34 se ha dibujado un ejemplo de cada tipo de cuadril4tero.
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(8} Paralselogramo {f) Rombo ig) Rectangulo (h) Cuadrade
FIGURA 34

Cada uno dc Jos cuadrildteros dibujados en la figura 34 aparece con las
pequefias marcas que muestran cuales son los lados y los dngulos congruen-
tes, Algunas propiedades adicionales aparte de las que se han empleado en
la clasificacién, merecen ser mencionadas:

2 En algunas definiciones se reemplaza “‘exactamente” por “al menos™.
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En una cometa, los dngulos opuestos son congruentes,

En un trapezoide isbsceles, dos pares de dngulos adyacentes son
congruentes,

En un paralelegramo, ambos pares de lados opuestos son congruen-
tes; y también ambos pares de dngulos opucstos son congruentes.

En un rectangulo, todos los dngulos son Angulos rectos.

Volvamos ahora a las regiones cuadrangulares dibujadas en la figura
34(a) a (h). Calquese cada una de estas regiones cerradas y tricense todos
los ejes de simetria para cada una de ellas. Los dibujos resultantes deben
parecerse a las de la figura 35. En cada caso se indica el ndmero de ejes
de simetria bajo el dibujo de la regién cerrada. ¢Nota el lector alguna
relacién entre las partes congruentes y los ejes de simetria?

Podemos resumir los resultados para los distintos tipos de cuadrilateros
observando algunos rasgos interesantes. El lector recordard que cuando se

{el 0

FIGURA 35

dobla una figura a lo largo de uno de sus ejes de simetria, las dos partes
se acoplan perfectamente. Luego, para que una regién tenga un eje de si-
metria su frontera debe tener, al menos, una de as siguientes propiedades:

1. Dos pares de lados adyacentes y los dngulos incluidos son congruen-
tes como en (b}, (f) y (h) de la figura 35.
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2 Dos pares de angulos adyacentes y los lados incluides sen con-
gruentes, como cn {d), (g) y (h) de la figura 35.

Para la propiedad 1, el eje de simetria pasa por vértices; para la pro-
piedad 2 el cje de simetria pasa por los puntos medios de lados opuestos.
Diebemos observar que en cualquier caso el eje de simetria coloca los cle-
mentos de un par de partes congruentes ¢n semiplanos opuestos, de mode
que cuando Ia figura se doble por esa recta, estos elementos congruentes
coincidiran.

Refirdmonos de nuevo a la figura 35. Como (a) y (¢} no tienen lados
ni dngulos congruentes, s¢ sigue que no hay cn ellas ningiin eje de simetria.
La region cerrada en (e) limitada por un paralelogramo tampoco tiene
ningiin eje de simetria ya que no hay ni lados ni 4ngulos adyacentes que
sean congruentes,

GRUPO DE EJERCICIOS 5

s,

.._/——I.:
A T

a) Denominesc (es decir, clasiliquese) cada uno de los cuadrildteros
arriba dibujados.

b) Calquese cada uno de ellos v tricense en el calco todos sus ejes de
simetria,

¢) ¢Cudles de las figuras tienen un eje de simetria que pasa por un
vértice (simetria diagonal)?

d) ¢Cudles de las figuras tienen un ejc de simetria que pasa por los
puntos medios de un par de lados opuestos (simetria mediatriz) ?

2. :Cudles de los cuadrilateros del ejercicio 1 tienen un centro de simetria?
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El cuadrilitero PQRS tiene solamente una simetria mediatriz, como se
muestra,

a) Si el lector dobla por el eje de simetria la figura, ;qué punto cae
sobre S§7, iy sobre R?

b) :Es PQ = SR? ;Puede contestar el lector sin necesidad de tomar
medidas?

¢) ¢Qué segmento cs congruente al PM?, ;y al NR?

d) ¢Tiene este cuadrilatero un centro de simetria?

e) Digase el nombre del cuadrilatero PQRS (es decir, clasifiquesele),

El cuadrilitero XYZW tiene solamente la simetria (diagonal) que se
muestra.

a) Si doblamos a lo Jargo del eje de simetria, ¢qué punto cae sobre cl
punto W'?

by ¢Es LLXYZ = L XWZ? ;Puede el lector contestar sin necesidad de
tomar medidas?

¢) Qué segmento es congruente al X¥?, ¢y al wz?

d) ¢Tiene este cuadrilatero un centro de simetria?

e¢) Digase ¢l nombre del cuadrilitero XYZW (es decir, clasifiquescle).
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Circunferencias

En el cuaderno 14: Geometria informal, discutimos y definimos el con-
cepto de “curva cerrada simple”. Un tipo de curva cerrada simple que
merece una atencién especial es la circunferencia. Como en el cuaderno 14,
definimos la circunferencia como sigue:

Una circunferencia es una curve cerrada simple en un plano,
que tiene un punto unico, llamémosle P, en su interior tal que

si A y B son dos puntos de la curva, entonces PA e PB.

Al punto P se le llama centro de la circunferencia. Nétese que un circulo
es simétrico con respecto a su centro, El lector recordard que una curva
cerrada simple separa al plano en tres conjuntos ajenos: la curva misma, su
interior y su exterior. El lector puede ver que el centro de una circunferen-
cia no es un punto del circulo, puesto que se encuentra en su interior.

Un segmento rectilineo con un extremo en el centro de la circunfe-
rencia y el otro extremo sobre la circunferencia se llama radio de la cir-
cunferencia, En la figura 36, PA, PB, PC y PD son, todos, radios de la
circunferencia. De las definiciones de circunferencia y radio se sigue que
todos los radios de una circunferencia son necesariamente congruentes; es

decir, PA == PE = PC == PD, etc.

C
FIGURA 36 FIGURA 37

El didmetro de una circunferencia es un segmento rectilineo que tiene
sus puntes extremos en la circunferencia y contiene al centro de ia circun-

ferencia. En la figura 36, BD es un didmetro de Ja circunferencia. Una
cuerda de una circunferencia es un segmento rectilineo cualquiera cuvos

extremos se encuentren sobre la circunferencia, En la figura 37, XY y ZW
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son, ambas, cuerdas de la circunferencia con centro en O. ZW es una clase
especial de cuerda, a saber, un didnietro.

Dos puntos cualesquiera de una circunferencia separan a la circunfe-
rencia en dos arcos. Por ejemplo, los puntos X y Y de la figura 37 separan
a la circunferencia en €] arco que contiene al punto Z y el arco que con-
tiene al punto W. Estos arcos se denotan, respectivamente, por los simbolos
XZY y XWY.

Una circunferencia, junto con su interior, se llama circulo. Una mone-
da circular o la cubierta de un bote de lata son representaciones fisicas
de circulos.

GRUPO DE EJERCICIQS &

| a) Dibajese una circunferencia y una cuerda cualquiera 4B cn ella. Em-

pleando el o los dobleces adecuados encuéntrese la mediatriz de esta
cuerda.

b) ¢Conticne la recta de pliegue al centro de Ia circunferencia?

¢) ¢Qué clase especial de cuerda de la circunferencia conticne la linea
del doblez?

d) ¢Es esta clase especial de cuerda un eje dc simetria de la circun-
ferencia?

2. a) ¢Cuéntos ejes de simetria tiene un circulo?
b) :Qué es lo que el lector observa respecto a todos los ejes de simetria
de una circunferencia?

3. Sise le diese al lector una circunferencia y no supiera dénde se encon-
traba situado su centro, ¢cémo podria encontrar cse centro empleando
el recurso de los dobleces?

SEMEJANZA

Figuras semejantes

En Ia seccién sobre congruencia estuvimos ocupandonos principalmente
de objetos que tenian el mismo tamafio y la misma forma. En esta seccién
vamos a considerar objetos que tiecnen la misma forma, pero no necesaria-
mente e} mismo tamafio. A tales figuras se les llama figuras semejantes. Los
cuatro circulos en la parte superior de la figura 38 son, evidentemente,
semejantes, puesto que todas las circunferencias estin conformadas, cierta-
mente, de un modo analogo, tengan o no e}l mismo tamafio. Lo mismo es
también cicrto para todos los cuadrades,
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Todos nosotros tenemos muchas ideas intuitivas sobre lo que se quiere
decir por semejanza entre objetos. En la conversacién ordinaria tendemos
a decir que dos objetos son semejantes si son parecidos en uno o méas de sus
aspectos chvios, por ejemplo, si ticnen el mismo color, st estin hechos del
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s

FIGURA 39
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FIGURA 40

mismo material o si son del mismo sexo. En geometria, el término “seme-
jante” se usa en un sentido méas preciso, porque siempre quiere decir “que
tienen la misma forma”.

Sabemos que las figuras congruentes son iguales en tamaiio y forma;
luego todas las figuras que son congruentes son también semejantes. Los
dos tridngulos congruentes que sc muestran en la figura 39 son, pues, seme-
jantes. Pero supongamos ahora que miramos a uno de ellos, digamos al
5ABC, a través de un cristal de aumento. Cada lado del AABC en la
figura 40{a) estd gumentado en la misma proporcién para producir el
&PQR de la figura 40(b). De donde el proceso de amplificacién aumentd
uniformemente el tamafio de AABC, pero preservando la figura original.
De acuerdo con ello, decimos que los dos tridngulos de la figura 40 son
semejantes,

Supongamos ahora que nos dan dos figuras geométricas cualesquiera
tales como las regiones dibujadas en la figura 41(a) y (b). Estas dos re-
giones parecen andlogas en forma, pero no son congruentes, ya que la regién
{a) obviamente es mucho més pequenia que la regién (b). ¢Cree el lector
que amplificando la regién (a) puede obtenerse una regién que sea con-
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gruente a la que aparece dibujada en (b)? Si la contestacién es “si”" (como
lo ¢s en este caso), entonces las dos figuras {a) y (b), son scmejantes.

FIGURA 41

Probemos con otro ejemplo. ¢Parecen semejantes las dos curvas cerra-

[Lpe

das simples de la figura 42(a) y (b)? De nuevo la contestacién es “si”,
Esta vez, deberiamos imaginarnos que amplificibamos la curva cerrada

{a} (hi

FIGURA 42

(hi {i) iyl tk) (I {mj (nt

FIGURA 43
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simple de (b} para producir una que fuera congruente con la dibujada en
(a). Debemos observar que la diferencia de orientacién de las dos figuras
no importa en absoluto.

Vea el lector si puede identificar figuras semejantes entre las de la figu-
ra 43. Usando nuestra idea intuitiva de amplificacién, podemos identificar
(a) con (g), (b) con (k), (¢) con (n), {d) con (I}, (e) con (i), (f) con
(J}, v (h1 con (m) y decir que son figuras sermejantes.

Todos los segmentos rectilineos son semejantes entre si porque todos tie-
nen la misma “forma”, aunque sean de difercnte tamafio. En la figura 44,

Al —=

i o s s - 3
FIGURA 44

CD es tres veces tan largo como AB, v la razén de la longitud CD de CD
a la longitud AB de 4B e¢sla de 3 a 1. En simbolos escribimos:
of I
AB 17
Tridngulos semejantes
Comparemos ahora ¢l par de tridngulos AABC y ADEF de la figu-

ra 45. El lector puede notar intuitivamente que estos tridngulos parece que

E

™

FIGURA 45

son semejantes, pero en la geometria euclidiana hay un modo preciso de
comprobar si tienen exactamente la misma “forma”.

Supongamos que sea €] vértice 4 de /AABC el que se corresponde con
el vértice F de ADEF, ya que los 4ngulos correspondientes, Z4 y /F, pa-
recen tener igual medida. (Ambos parecen 4ngulos rectos.) Entonces, como

AC parece que es el lado mas corto en AABC, y EF el m4s corto en ADEF,
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hagamos que correspondan los vértices C y E, y los vértices B y D. Podemos
quiza visualizar la correspondencia mejor si hacemos imaginariamente girar
ADEF un cuarto de vuelta en la direccién de las manccilias del reloj, de
manera que AABC y ADEF queden dispuestos como en la figura 46,

D
B\
A I
F £
FIGURA 46

Si ahora medimos con un transportador los angulos y nos encontramos
con que ZBAC == /DFE, /ABC = {FDEy LACB = (FED, entonces los
dngulos correspondientes de /AABC y ADEF son congruentes. ¢ No parece
que la longitud de cada lado de ADEF es aproximadamente .2: de la longi-

tud del lado correspondiente de A ABC? Si al medir comprobamos que esto
es asi, entonces podemos escribir tres proporciones para describir este hecho:

FD _3 DE

3 DE_3
AB" ¢ e 2 ¥
Podemos combinar cstas proporciones y escribir:

FD _DE EF _3

4B BC G4 B

Describimos csta igualdad de las razones de los lados correspondientes
afirmando que las longitudes de los lados correspondientes de los dos tridn-
gulos son proporcionales, en razén de 3 a 2 en este ejemplo.

Podemos formular ahora un método preciso para la comprebacién de la
semejanza de tridngulos:

Dos tridngulos son semejantes si, para alguna comparacién
de sus vértices, los dngulos correspondientes son congruentes
y las longitudes de los lados correspondientes son proporcio-
nales,
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Poligonos semejantes

El método anterior puede extenderse hasta incluir todos los poligenos
cualquiera que sea su ntmero de lados, Es decir, dos poligonos son semejan-
tes si para algiin emparejamiento de sus vértices en el orden en que se en-
cuentran alrededor de los poligonos, los dngulos correspondientes son con-
gruentes y los lados correspondicntes tienen longitudes proporcionales. Para
los poligonos de tres lados (para los tridngulos), sin embargo, sucede que
una cualquiera de estas dos condiciones es suficiente para establecer la se.
mejanza. Es decir, dos tridngulos son semejantes si es clerto o que los dngulos
correspondientes son congruentes o que los lados correspondientes tienen
longitudes proporcionales.

El lector recordard que un poligono es regular si todos sus lados son
congrucntes y todos sus angulos son también congruentes. De ello se deduce
que cualesquiera dos poligonos regulares que tengan el mismo nGmero de
lados son semejantes, porque no importa cuél sca la forma en que iguale-
mos sus vértices, los angulos correspondientes sicmpre seran congruentes y
los lados correspondientes proporcionales en longitud. Todos los cuadrados

B ¢ L “ M
|
!
|
|
E«-——F R ;S‘ £ ’
] |
A G D K T Q N
(a) (b)
FIGURA 47

son semejantes entre si, pero no todos jos rectingulos. En la figura 47(a)
puede verse que los dos cuadrados ABCD y AEFG son semejantes porque

(B2 /Ce2(D =~ /A =lE=/F=/G,
y (aproximadamente)

AB _BC _CD _4D _ 4

AE  EF  FG AG 1
Pero observemos zhora a los tres rectingulos con vértice K de la figura
47(b), a saber: KLMN, KRPQ y KRST. Como todos los 4ngulos son &n-
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gulos rectos, podemos afirmar con seguridad que no importa la forma en que
alineemos los vértices en cualesquicra de estos rectingulos, los Angulos co-
rrespondientes seran congruentes. Cuando comparamos los lados dc los
rectingulos KLMN y KRPQ, sin embargo, vemos que £¥ =% ricntras

que ¥¥ = 4 Por tanto, ;‘{‘__g¢.‘:f_g. Tenemos aqui, pues, dos pares de lados

rQ A
correspondientes con lengitudes que no estin en la misma proporcién. Ade-

mas, X¥ = 3 mientras quc #¥ =% =2 de donde LY =& %% Ag pues, los
i ¥q 7o’ KQ :

lados correspondientes no son proporcionales en ningun orden, y tos dos rec-
tangulos KLMN y KRPQ no son semejantcs.

Una mirada a los rectdngulos KLMN y KRST nos muestra que éstos
st parecen ser semejantes, con

KR RS ST TK I
GRUPQ DE EJERCICIOS 7

1. a) Citense ejemplos de objetos semejantes entre los que el lector pueda
encontrar en un supcrmercado, en una fabrica de automéviles, en
una granja y en una cocina,

b) ¢Es posible que algunos de estos objetos anilogos puedan ser también
congruentes?

2. a) ¢Son todos los cuadrados semejantes?
b) ¢Son todos los tridngulos semejantes?
¢) ¢Son todos los rectangulos semejantes?
d) ;Son todos los pentigonos regulares semejantes?
e) ¢Son todos los hexidgonos semejantes?
f) éSon todos los botes de conserva semejantes?
g) ¢Son todas las pelotas redondas semejantes?

3. Expliquese por qué los dos rectingulos que a continuacién aparecen
dibujados no son semejantes.

B 4" C F & G
; — PR .
: ! "
2 12 2" "
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4. Las figuras quc abajo aparccen constituyen un ejemplo de dos cuadri-
lateros semejantes,

)

A D

:Coémo podrian hacerse corresponder los vértices de ABCD con los de
EFGH de manera que los dngulos correspondientes fuesen congruentes?

FIGURAS TRIDIMENSIONALES

Las nociones de simetria, congruencia y semejanza que hemos desarro-
ilado para figuras planas se ajustan igualmente bien a figuras tridimensio-
nales. El lector puede notar que el ejercicio 1 del grupo de ejercicios 2
trata de figuras tridimensionales congruentes, y el ejercicio 1 del grupo de
ejercicios 7, de figuras tridimensionales semejantes.

En el espacio de tres dimensiones, las figuras pueden tener no solo pun-
tos y ejes de simetria, sino que también planos de simetria. Asi, por ejemplo,
mientras qgue el dibujo de la figura 4 de una muchacha de facciones muy
regulares tiene un eje vertical de simetria, la muchacha misma tendria un
plano vertical (desde adelante hacia atras) de simetria. El lector y su “ima-
gen en el espejo’”’ en un espejo ordinario son simétricos con respecto al
plano del espejo. Una esfera tiene infinitos ejes de simetria e infinitos planos
de simetria, a saber, todas las rectas y todos los planos que pasen por el
centro de la esfera; pero el centro de la esfera es el Unico centro de simetria
de ia esfera.

Podemos clasificar las figuras tridimensionales de un modo 1gual, en gran
parte, al que empleamos para clasificar las figuras planas. Al hacer tal cla-
sificacion, nos vemos flevados a muchas consideraciones y descubrimientos
interesantes. Por ejumplo, mientras que hay un ntunero infinito de poligonos
regulares (ya que el nlumero de lados puede ser cualquier nimero mayor
o igual que tres; véase la figura 32), hay solamente cinco poliedros regu-
Jares: el tetraedro regular, el hexacdro regular (o cuboh, el octaedro regular,
el dodecaedro regular y el icosacdro regular (figura 48). El namero V de
vértices, E de aristas y ¥ de caras de estos poliedros regulares estdn tabula-
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Octaedro

Tetraedro

lcosaedro

Dodecaedro

Las sélidos regulares,

FIGURA 48

dos en la tabla I. Es interesante notar en la tabla que para el tetraedro
regular los nimeros se presentan en el mismo orden hacia adelante que
hacia atras (4, 6, 4) y que se presentan en el mismo orden hacia adelante
para ¢l hexaedro y el dodecaedro regulares que el que tiencn hacia atrds para

TABLA I
Poliedro regular 4 E F
Tetraedro 4 6 4
Hexaedro 8 12 6
Octaedro 6 8
Dodecaedro 20 30 12
Icosaedro 12 30 20

el octaedro y el icosaedro regulares respectivamente. A causa de estas rela-
ciones, ¢l hexaedro y el octaedro regularcs se dice que son figuras duales,
como también lo son el dodecaedro y el icosaedro regulares; el tetraedro
regular es su propio dual.



54 RESUMEN

Pucde también notarse que los nimeros cspecificados en la tabla I
ilustran el teorema de Euler que afirma que para cualquier poliedro sim-
ple se ticne

F—E+F=2

RESUMEN

En este cuaderno hemos pedido al lector que considere muchos objetos
geométricos imaginandolos, observandolos y construyéndolos. Esperamos que
esta actividad haya clarificado y reforzado su intuicién geométrica de ma-
nera que pueda transmitir mas facilmente las nociones geométricas a sus
alumnos.

Aunque las figuras tridimensionales son mas dificiles de representar en
el pizarrén que las figuras planas, lo cierto es que vivimos en el espacio y
desde el dia en que nacemos estamos acostumbrados a tocar objetos sdlidos,
Por ello, muchos de nosotros desarrollamos una intuicién méas amplia de las
figuras tridimensionales que de las figuras planas. Por ejemplo, incluso los
nifios en edad preescolar pueden clasificar y colocar sus bloques en pilas
formadas por los que tienen el mismo tamaiio y la misma forma. Al ensefar
geometria a nifios muy pequenios, ¢s una buena idea comenzar a hacerlo
partiendo de situaciones que intuitivamente les sean conocidas.

Lecturas complementarias

Entre las diversas referencias ttiles gue tratan del tema que aqui se
ha introducido, estdn las siguientes:

BrumMrieL, CHARLES F, y Krause, Eugexe T, Elementary Mathematics
for Teachers, Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1969. Puede obte-
nerse en Addison-Wesley Publishing Co., Inc,, Reading, Mass. 01867.

Sensisa, Danier B “Geometry and Transformations”, en Enrichment
Mathematics for the Grades, Vigesimoséptimo anuario del National
Council of Teachers of Mathematics. Washington, D.C,: The Co-
uncil, 1963. Puede cobtenerse en el National Council of Teachers of
Mathematics, 1201 Sixteenth St., N.W., Washington, D.C, 20036

Smart, James R. Introductory Geometry; An Informal Approach. Bel-
mont, Calif.: Brooks/Cole, 1967. 224 péginas. Puede obtenerse en
Brooks/Cole, Betmont, Calif, 94002.

WEAVER, Jay D. y Worr, CHarLes T. Modern Mathematics for Ele-
mentary Teachers (segunda edicién), Scranton, Pa.: International
Textbook Co,, 1968, 274 paginas. Puede obtenerse en la Internatio-
nal Textbook Co. Scranton, Pa. 18515,
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Grupo de ejercicios 1 {pdg. 19)
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3

4.

5. a) Si. f) Sk
b) Si y g) No.
¢} No. i) No.
d) Si. ) Si.
e) Si 1) No.

6. .

(e
N

Grupo de ejercicios 2 (pdg. 30}

1. Todos los botes de 150 gramos de sopa de tomate de la misma mar-
ca, todas las monedas de la misma seccién de una caja registradora, todas
las cajas de litro y medio de helado de la marca X, etc.; tornillos, para-
brisas, guardabarros, llaves, pomos, etc., para el mismo meodelo y afio
de un determinado carro; botes de leche, herramientas, sacos de grano,
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postes, etc.; cucharillas de té, platos, botellas con especias, estos y mu-
chos mis objetos que tienen el mismo tamafio y forma son congruentes.

2 St

3. a) Son perpendiculares entre si.
b) Un 4dngulo recto.
¢) LBCD.

4. a) AB = A'B’, BC = B'C’, AC = AC%
b) LABC == LA'B'C’, /BAC = /B’A’'C’, LACB =~ ZA’C’'B’.

5. Vdase ¢l ejercicio 4.

Grupo de ejercicios 3 {pag. 34)

1.

2. a) No. El lector puede verificar esto marcando un segmento, YZ, con-
gruente con AB. Se dobla después el papel para obtener una recta
de pliegue perpendicular a ¥Z en el punto Y. Se marca el punto X de

modo que XY =~ AB. Se colocan las puntas del corpis sobre 4 y
B, vy sc dibuja una circunferencia con Z como centro. Esta circun-

>
ferencia no intersecard a XV en X, por tanto, no puede formarse
ningtn tridngulo equilatero XYZ.
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g

b) Si, por ejemplo:

¢) No. (La verificacién es muy semejante a la dada en a).)

La regién cerrada triangular se balanceard en este punto, pero no en
ningdn otro.

) S ¢) Si.
b) Si. d) Si.
a) No. ¢) No.
b) No. d) No.
a)

b)
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Grupo de ejercicios 4 {pag. 37)
1.

El nimero de ejes de simetria de una regién cerrada limitada por un
poligono regular, es igual al nimero de lados del poligono regular.

2. No.
3.

sz @ e gen ap W veley

4. a) Si
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b) No.
¢) 8i, si es regular,

Grupo de ejercicios 5 (pag. 41}

1. a} Véasc la figura 34.

b) Igual que para las regiones cerradas correspondientes dibujadas en
la figura 35.

¢) Cometa, rombo, cuadrado,

d) Trapezoide isésceles, rectangulo, cuadrado.

. Paralclogramo, rombo, rectingulo, cuadrado.
5 @) B Qs
o
b) Si. 8i; ya que MN es un eje de simetria, estos dos segmentos deben
coincidir cuando se hace ¢l doblez.
¢) MS; QN.
d) No.
e) Trapezoide isdsecles.
a) Y.
b) Si. Si, ya que estos dos @ngulos deben coincidir cuando se hace el
~>
doblez a lo largo del eje de simetria, XZ.
¢) XW: ¥Z.
d) No.
¢) Cometa.

Grupo de ejercicios 6 (pag. 44)

1. a) La linea de pliegue es la mediatriz de AB. El papel estd doblado de

forma que B caiga sobre 4.
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b) Si.
¢) Un didmetro.
d) Si.

2. a) Infinitos.
b) Todos ellos pasan por el centro de la circunferencia. (Cada uno de
cllos contiene un didmetro de¢ la circunferencia.)

3. Doblese para obtener cualquicra de los dos ejes de simetria, Se intersecan
en el centro de la circunferencia.

Grupo de ejercicios 7 {pag. 51)

1. a) Monedas de diez centaves, de cinco, de veinticinco; botes que tiencn
la misma forma, cajas, etc.; todas las tuercas cuadradas, las llaves
de un juego de llaves, ncumadticos, etc.; cubetas, herramientas, etc.;
cubiertas dc jarras, cucharitas de té y cucharas; platos para comida
y postre, ollas, etc.; que tienen la misma forma.

b) Si. (Nétese, ademis, que todos los objetos congruentes que se enu-
meraron en el grupo de cjercicios 2 podian incluirse aqui como
semejantes.)

2, a) Si. A, Yo,
b) No: por cjemplo, estos no son e, e
.,.5 P .] 3 p .: / \_ K

triangulos semcjantes:

¢) No; por ejemplo, cstos no son o .
rectidngulos semejantes: i | —

d) Si.

e) Noj; por ejempl?, estosmoson . # N
hexagonos semejantes: L L i ;

f) No; por ejemplo, un bote de sopa f
y uno de 1tiin quizi no sean |
semejantes:

g) Si,

3. Porque los vértices no pucden hacerse corresponder en forma tal que
haga que las longitudes de los lados correspondientes sean proporciona-
les; tenemos
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48 _2 4D 4 £.p8,

EF 27 ERTy Y a7y’
también se tiene

4B _2 4D _ 4 2.2

ER "3V Emr 22V 37 ¥

4. A, B, C, D se corresponden con H, G, F, E, respectivamente,
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